MPS], Lycée Alain Fournier TD n°3 : Sommes et produits 2022/2023

Calcul de sommes et produits
EXERCICE 1. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :
D 1+2+..+(n-D+n+n-1)+..+2+1 pour n=2.

2) 2+4+6+..+2n pus 1+3+5+..+2n-1).

1 2 n-1
3) —+—+..+ .
n n n

EXERCICE 2. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes

n . n
Si:i=) € Si=) (i-1)(+2);
i=1 i=1

EXERCICE 3. Soit n €N tel que n = 2. Simplifier les produits :

n n no 3k n2p+1
125 T2k [1——; [152—
k=1 k=1 =13k+3 " po12p+5
EXERCICE 4. Soit n € N\ {0}.
1) Dé t toutl<k< ! 1( L ! )
émontrer que, pour tout 1 < k < n, =— - )
quep ak2—1 2\2k-1 2k+1

n

2) Calculer, en fonction de n, la valeur de la somme Z o1
k=1 -

EXERCICE 5. Soient n €N, (x;);=1,.n €t (¥i);=1,.,n deux familles de réels telles que, pour tout 1 <i < n, x; < y;.

Démontrer
n n
2 Xi<) Vi
i=1 i=1

EXERCICE 6. Montrer pour tout entier n =1,
1

2i+1

2
(1+ ) >2n+3.

n
i=0

n n
EXERCICE 7. Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes ) 2k et Y xF ot x #1.
k=1 k=1

n
EXERCICE 8. On considere S,, = Z kx* ou x est un réel différent de 1. Calculons S n de deux facons.
k=1
1) Calculer (1 - x)S;, et déduire S,,.

n
2) Dériver la somme x — Z x* de deux facons, et en déduire S,.
k=0

EXERCICE 9. Soit neN*.
n

1) Calculer 1_[
k=1

1
1+ E) en fonction de n.

L 1
2) En déduire la valeur de Z In (1 + E) en fonction de n.
k=1

| —

n n n n
EXERCICE 10. Soit n € N*. Calculer les sommes Z Z min(i, j), Z Z -, ij
k=1j=k

i=1j=1 1<i<jsn

~

n
(pour la derniere somme, on ne cherchera pas a calculer la somme Z ig).
i=1

n
EXERCICE 11. On considere la suite (u#,),en définie par ug=1et VreN, u,4 = (Z uk) +1.
k=0
Montrer par récurrence forte que u, = 2" pour tout n € N.
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Factorielles et Coefficient binomiaux

EXERCICE 12.
1) Ecrire a 'aide de factorielles
a) 17x16x15x%x 14
b) 16 x14x12x..x4x%x2
c) 15x13x11x..x5x3x1
M, @k-1) 1 (Zn)

2) Soit n € N*. Montrer que ———— = — .
) d HZ:12k 4"\ n

EXERCICE 13.

n
1) Soit n € N*. Montrer que Z kk!=(n+1!-1.
k=0

n
2) Soit n e N*. Simplifier kz::o TSI

EXERCICE 14. Soit n € N. On souhaite calculer de deux manieres différentes la somme
L n
=0 \k
1) Soit f la fonction définie pour tout x € [0, +oo[ par f(x) = (1+ x)". On admet que f est dérivable
sur [0, +ool.

a) Calculer la dérivée de f de deux facons différentes.

b) Conclure.

. n n-1
2) a) Démontrer que pour tout n=1, k=1, k(k) = n(k 1).

b) Retrouver S,

EXERCICE 15. Soit n € N. Calculer izk " i( nF” "
) ’ = k) & k| o k+1\k

Exercice plus difficile

EXERCICE 16. Soit n € N.
1) Soit k, p des entiers tels que 0 < k < p < n. Vérifier

-G

2) En déduire que pour tour entier0<p<n:

puis
n P n\n-k
=3".
p;m;)(k)(i"k)

3) % Soit (a;)nen €t (1,) nen deux suites de réels telles que :

" (n
YneN,b, =) | |ax.
i=o\k
Montrer la formule d’inversion de Pascal :

1t n
VYneN, ZO(—l)”‘P » by = a.
p:
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